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Allgemeines

In diesem einflhrenden Kapitel werden zunachst elementare
Grundlagen kurz aufgezeigt, die als bekannt vorausgesetzt
werden oder leicht einzusehen sind (evitl. Nacharbeiten).

Sie dienen im Wesentlichen zum Verstandnis und zur
Vereinheitlichung der Schreibweise, um eine gemeinsame Basis
fur die Vorlesung ,, Theoretische Informatik® zu legen.

Diese Einflhrung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit.
Zudem dient sie nicht als Ersatz fur die in den Vorlesungen
eingefthrten Notationen.

Obwohl wir bemiiht sind, keine Fehler zu machen, freuen wir uns
uber jede Fehlermeldung. Erforderliche Korrekturen werden
unmittelbar eingearbeitet, die aktualisierten Unterlagen stehen
Ihnen dann zeitnahe in der gewohnten Form zur Verflgung.
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Mengen 1

Eine Menge ist eine Sammlung von Objekten.

Die vier Buchstaben a, b, ¢ und d bestimmen eine Menge L,

L ={a, b, c, d}.

Die Objekte heiBen Elemente, b ist ein Element von L, e ist kein
Element von L. Schreibweise:b e L, e ¢ L.

Wiederholungen sind nicht relevant: {a, b, c, d, a, b} = {a, b, c, d}.
Reihenfolge ist ohne Bedeutung: {a, b, ¢, d} = {a, c, d, b}.

IM| bezeichnet die Kardinalitat der Menge M, |L| = 4.

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen
Elemente enthalten.

Elemente einer Menge haben i.A. keine Beziehung zueinander.

{1, rot, {c, gelb}} ist eine Menge mit drei Elementen:
1, rot und der Menge {c, gelb}.

Mengen kénnen auch nur ein Element besitzen (unare Mengen):
{I} ist die Menge, die nur das Element | besitzt.
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Mengen 2

* Die Menge ohne Elemente heiBt leere Menge, die mit &
bezeichnet wird; || = 0.

* Es gibt nur eine leere Menge, jede andere Menge heif3t nichtleer.

* Endliche Mengen kdnnen in der Form {Aufzahlung der Elemente}
dargestellt werden (prinzipiell); bei unendlichen Mengen ist dies
unmaoglich!

* Trotzdem bezeichnen
- N:={0, 1, 2, 3, ...} die Menge der natirlichen Zahlen und
-7 :={.,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...} die Menge der ganzen Zahlen.

* Mengen kdnnen aber auch mit Bezug zu anderen Mengen und
Beschreibungen der Eigenschaften angegeben werden:
B :={x | x € A, x hat Eigenschaft P}.
Dabei ist A i.d.R. eine bereits definierte Menge und P eine
wohldefinierte Eigenschaft.
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Mengen 3

* Beispiele:
— 2N :={n| neN, nistdurch 2 teilbar} = {0, 2, 4, 6, ...},
Menge der geraden natirlichen Zahlen.
— 2N+1 :={n| n e N, n—1 ist durch 2 teilbar} = {1, 3,5, 7, ...},
Menge der ungeraden natirlichen Zahlen.
— P:={p|peN, pbesitzt genau zwei Teiler aus N (1 und p)},
Menge der Primzahlen.

* Eine Menge A ist Teilmenge einer Menge B, falls fir alle x € A gilt
X € B. Schreibweise: A c B

* Beispiele: 2N ¢ N, 2N+1 c N

* Ist A eine Teilmenge von B, aber A + B, so ist A eine echte
Teilmenge von B. Schreibweise: A c B

* Beispiel: {2,3,5,7,11,13} cP

* FUr jede Menge A gilt d c A, da jedes Element aus & (es gibt
keines) auch Element aus A ist.
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Mengen 4

* Um zu zeigen, dass zwei Mengen A und B gleich sind, reicht es
zu zeigen, dass sowohl A c B als auch B ¢ A. Dazu reicht es zu
zeigen, dass flr ein beliebiges a € A auch a € B und fur ein
beliebiges b € B auch b € A ist.

* Sind zwei Mengen A und B gegeben, so kénnen durch
Mengenoperationen neue Mengen gebildet werden:

* Vereinigung: A
AUB :={x|xeAoderxeB}
{1,3,5} U {3,5,7} ={1,3,5,7}

.
.

-

N

* Durchschnitt:
ANB:={x|xeAundx e B} B
{1,3,5} N {8,5,7} = {3,5}
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Mengen 5

* Differenz:

%
A—B:={x|xeAundx ¢ B} /l B
_

{1,3,5} — {3,5,7} = {1}

* Komplement:

IstAc U,soheiBt A:=U-A
das Komplement von A bzgl. U.

//////////////////

* Beim Komplement wird auf die Gbergeordnete Menge U haufig
kein (besonderer) Bezug genommen.

* Sprechweise: Universum U.
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Mengen 6

Sind A, B und C Mengen, dann gelten die folgenden Regeln:

* |dempotenz: e Kommutativitat:
AUA=A AUB=BUA
ANA=A ANB=BNA

* Assoziativitat: * Absorption:
(AUB)UC=AUBUDCQC) ANAUB)=A
(ANB)NC=ANBNQC) AUANB)=A

* Distributivitat:
(AUB)NC=(ANC)U BNCQC)
(ANB)UC=(AUC)N (BUCQC)

* Regeln von DeMorgan:
A-BUC)=(A-B)N(A-C)
A-BNC)=(A-B)U(A-C)
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Mengen 7

* |Ist A das zu B und C gehdérende Universum, so schreiben wir
(ohne Bezug zu A, falls dieser aus dem Kontext ersichtlich ist):
BUC=BNC
BNC=BUC
Ubung: Beweisen Sie die Korrektheit der Regeln von DeMorgan.

* Zwei Mengen A und B heiBen disjunkt, falls sie keine
gemeinsamen Elemente besitzen, damit gilt dann AN B = &.

* Durchschnitt und Vereinigung kdnnen auch far mehr als zwei
Mengen festgelegt werden. Ist S eine Sammlung von Mengen, so
schreiben wir US (flr die Vereinigung der Mengen in S).

S ={{a, b},{b, c},{c,d}} = US ={a, b} U{b, c}U{c, d} ={a, b, c, d}
S={{n}|neN}=US=N
* Allgemein gilt: US = {x | x € T far (wenigstens) eine Menge T € S}
* Entsprechendes qilt fir NS: NS = {x | x € T fUr jede Menge T € S}
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Mengen 8

* Die Menge aller Teilmengen einer Menge A hei3t Potenzmenge
von A. Schreibweisen: 24 oder P(A).

* Die Potenzmenge von {c, d} besteht aus {c, d}, {c}, {d} und &,
somit gilt 2{¢ 4 = {5 {c},{d},{c, d}}.

* Eine Partition I1 (Zerlegung) einer nichtleeren Menge A ist eine
Teilmenge von 22, so dass @ ¢ IT und jedes Element aus A in
genau einer Menge von I1 liegt.

* Formale Darstellung:

IT c 2 heiBt Partition von A : & (1) A (2)
(1) Tde¢ll
(2) (Vvae A)(F,;Tell)aeT

* Bemerkung:

Der Allquantor V (fur alle) und der Existenzquantor 3 (es existiert

wenigstens ein) sollten bekannt sein. Durch die Bezeichnung 3,
legen wir die Eindeutigkeit fest (es existiert genau ein).
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Mengen 9

* Il ist eine Partition von A, falls IT eine Menge von Teilmengen
von A (IT < £(A)) mit den folgenden drei Eigenschaften ist:

1. Mell > M+ J
2. M, M,ell, M\y+M, > M,N M, =
3. UIT=A
* Beispiele:
— {{a, b},{c},{d}} ist eine Partition von {a, b, c, d},
— {2N, 2N+1} ist eine Partition von N.
— {2N, 2N+1, P} und {2N, P} sind keine Partitionen von N.
* Hinweis:
Hinterfragen Sie die Beziehungen, insbesondere solche, die
unklar erscheinen. Betrachten Sie geeignete Beispiele und

machen Sie sich mit der schriftlichen Anwendung vertraut.
Schriftliche Ubungen sind dazu ein geeignetes Hilfsmittel.
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Relationen und Funktionen 1

* Die Mengen {2, 3} und {3, 2} sind ununterscheidbar. Wird die
Reihenfolge bertcksichtigt, so resultieren geordnete Paare (a, b).

—az+b = (a,b)#(b,a)
— (a,b)=(c,d) > a=cundb=d

* AxB:={(a,b) | aeA, b e B} hei3t kartesisches Produki.
- {1, 2,3} x{a, b} ={(1,a), (1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b)}

* Eine Teilmenge p von A x B heif3t binare Relation Gber A und B.
- {(1,a), (2,b), (3,a)} ist eine binare Relation Gber {1, 2, 3} x {a, b}.
—{(i,)) |1,] e N,i<]j}istdie ,kleiner Relation“ auf N.

* Allgemein:

Sind a,, ..., a, (n € N) beliebige (nicht notwendig verschiedene)
Objekte, dann heiBt (a,, ..., a,,) geordnetes n-Tupel.
a,ie[1:n]={1,2, .., n}, heiBti-te Komponente.

(by, ..., b)=(a,...,a) & (m=nunda =D firie[1:n])
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Relationen und Funktionen 2

* (a,a), (a,a,a), (a,(a,a)), ((a,a),a) sind paarweise verschieden.

* Sind A, ..., A, Mengen, dann bezeichnet A, x - x A die Menge
aller geordneten n-Tupel (a,, ..., a,), a € A.

* Sind alle A, gleich A, so schreiben wir statt A x --- x A auch A".
A=, A=A, AT = A
* N2 bezeichneltzgjie Mengelzajlller geordneten Paare naturlicher
Zahlen.
* Eine n-nare Relation Gber Mengen A,, ..., A, ist eine Teilmenge
von A, x - x A
* Verzichten wir auf die Klammerbildung, so schreiben wir anstelle
von A x B (kontextabhangig) auch AB.
* Beispiel: A ={a}, B ={c, d}
AB = {ac, ad}, A* ={a, aa, aaa, ...},
B+ ={c, d, cc, cd, dc, dd, ccc, ...}
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Relationen und Funktionen 3

Es seien A und B Mengen, p c A x B (eine Relation).
— Def(p) :={a € A| (Ab € B) (a, b) € p} heiBt Definitionsbereich von p.
— Bild(p) ={beB|(daeA)((a, b) ep} heiBt Bildbereich von p.
— Schreibweise:apb < (a,b)ep
* f:= (A, B, p) heiBBt Korrespondenz, wobei
— A der Vorbereich von f, (Argumentbereich, Definitionsbereich)
— B der Bildbereich von f, (Wertebereich, Nachbereich)
— Def(f) = Def(p) und
— Bild(f) = Bild(p) ist.
* f heiBt partielle Funktion :< p ist rechtseindeutig
Schreibweise: f: A--> B (f muss nicht fir alle a € A definiert sein)

* f heiBt totale Funktion :< (p rechtseindeutig und Def(f) = A)
Statt totale Funktion wird oft auch (einfach) Funktion gesagt.
Schreibweise: f: A— B (f ist fUr alle a € A definiert)

* Die Begriffe Funktion und Abbildung werden synonym verwendet.
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Relationen und Funktionen 4

* Beispiele:
— S :={s | s ist Stadt in Osterreich}
— L :={/| list Bundesland in Osterreich}
- R, :={(x,y) | xe S,y el, xist Stadt in y}
- R,:={(x,y) [ xelL,ye S, yist Stadt in x}
R, ={(x,y) | xe S,y e L, xist Hauptstadt von y}

— f=(S,L,R,) ist eine Funktion, da jede Stadt (Postleitzahl
unterscheidet gleiche Namen) in genau einem Bundesland liegt.

— (L,S,R,) ist keine Funktion, da in einem Bundesland i.d.R. mehrerer
Stadte liegen.

— g =(S,L,R,) ist eine partielle Funktion.
Def(g) = {h | h ist Hauptstadt in einem Bundesland}.
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Relationen und Funktionen 5

* Seif= (A, B, p) eine partielle Funktion, dann ist fira € A
moglicherweise der Wert f(a) nicht definiert.
Daher treffen wir die folgende Vereinbarung:
f(a) = be B, fallsae Def(f) und apb
" | nicht definiert, sonst

* Oft wird far ,nicht definiert ein neues Objekt eingefiihrt:
— Bezeichnung: ,L“ oder ,div* oder ,T*.

— Es ergibt sich (die kanonische Erweiterung):
frAU{L) » BU{L)
* |stf: A—> Bund A' ¢ A, dann bezeichnet f(A') ;= {f(a) | a € A'} das
Bild (Menge von Funktionswerten) von A" unter f.
Mit A = {-2,-1,0,1,2,3} und f(x) := x2 erhalten wir f(A) = {0,1,4,9}.

syssec Theoretische Informatik WS-2007-Anhang-17

Relationen und Funktionen 6

* Spezielle Funktionen sind von besonderem Interesse:
— f: A - B heiBt injektiv (one-to-one),
falls flr alle a, a' € A mit a # a' gilt: f(a) # f(a').
g: L - S, g(x) = Hauptstadt von x ist injektiv.
— f: A - B heiBt surjektiv (onto),
falls flr alle b € B (wenigstens) ein a € A mit f(a) = b existiert.
g ist nicht surjektiv (nicht jede Stadt ist Hauptstadt).

— f: A > B heiBt bijektiv < fist injektiv und surjektiv.
Ist H := S die Menge der Hauptstadte, dannist g: L —» H bijektiv.

* Zu jeder binaren Relation R c A x B existiert eine inverse
Relation R=' ¢ B x A, definiert durch (b, a) e R < (a, b) € R.
* R, und R, sind zueinander inverse Relationen.
— (S,L,R,) ist eine Funktion
— (L,S,R,) ist keine Funktion
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Relationen und Funktionen 7

Ist f : A — B bijektiv = f~':B — A bijektiv.

— f-'(f(a)) =afliralleac A

— f(f (b)) =bfuralleb e B
Wir wissen: {a} + (a), aber es existiert eine einfache Bijektion
(bijektive Abbildung) f zwischen einelementigen Mengen und
geordneten 1-Tupeln: f({a}) = (a).
Solche Bijektionen (bijektive Funktionen) hei3en natlrliche
Isomorphismen — sie berechtigen dazu, {a}, (a) und a im
entsprechenden Kontext als identisch anzusehen.
Beispiele:

— Fur Mengen A und B gibt es den natirlichen Isomorphismus h von

2~<B (Menge aller binaren Relationen auf A und B) auf die Menge
{f | f ist Funktion von A nach 2B}.

— Es sei R c A x B, dann ist h(R) die Funktion f : A —» 2B, so dass
f@) :={b|beB, (a,b) e R}].
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Relationen und Funktionen 8

* Beispiele (Fortsetzung):
— L sei die Menge aller Lander in Osterreich.
- RclLxL,(t,t)eR o ¢, {,sind benachbart.
—f:L-o24f()={L'| L' e L, L und £'sind benachbart}.
* Manchmal interessiert die Umkehrung einer Funktionf: A - B
auch dann, wenn die Funktion f nicht bijektiv ist.
Zu einem Wert b € B interessiert uns dann die Urbildmenge.
Idee: Betrachte f ' ¢ B x A (die Umkehrung der Funktion f) als
Funktion von B nach 2* unter Benutzung des natiirlichen
Isomorphismus.
* Sind Q und R binare Relationen, dann bezeichne Q°R (kurz QR)
ihre Komposition.
Q°R:={(a,b) | Acmit(a, c) e Qund (c, b) € R}
* Sindf: A - Bundg:B - C Funktionen, dann ist h = fog eine
Funktion, h : A - C mit h(a) := feg(a) := g(f(a)).
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Relationen und ihre Darstellung 1

* Wir betrachten Relationen R c A x A.
* Beispiele:
a) Kleiner-Relation < (auf naturlichen Zahlen)
.<2<3<4<..
b) GréBer-Relation >
.>10>9>8>7 > ... (auf natlrlichen Zahlen)
C) Kurzer Relation < ( auf Wortern)

syssec Theoretische Informatik WS-2007-Anhang-21

Relationen und ihre Darstellung 2

* R c A x A kann durch einen Graphen reprasentiert werden: a als
Knoten o mit der Bezeichnung a, (a,b) € R als gerichtete Kante
zwischen den Knotenaundb: a 0—0 b

* Beispiele:
a) R ={(a,b), (b,a), (a,d), (d,c), (c,c), (c,a)}
s b
~_
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Relationen und ihre Darstellung 3

* RCcAxAheiBtreflexivie (VaeA)(a,a) eR
a) ist nicht reflexiv
b) ist reflexiv

* R c A x A heif3t symmetrisch := ((a,b) e R = (b,a) € R)
* Beispiele:
a) R ={(a,b), (b,a), (a,d), (d,a), (b,c), (c,b), (b,e), (e,b)} ist
symmetrisch. a_ b

U

b) ,Freundschaft” ist (i.d.R.) symmetrisch, nicht reflexiv.

c) {(a,b) | a, b Personen mit demselben Vater} ist symmetrisch
und reflexiv.
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Relationen und ihre Darstellung 4

* Symmetrische Relationen kdnnen als ungerichtete Graphen

dargestellt werden. , b c
O O

d e
* R c A x A heifit antisymmetrisch :=
(((a,b)eR,a+b) = (ba) ¢ R)
* Beispiel:
P sei die Menge aller Personen
{(a,b) | a, b € P, aist Vater von b} ist antisymmetrisch.
Es gibt Relationen, die sind weder symmetrisch noch
antisymmetrisch:
{(a,b) | a, b € P, a ist Bruder von b}, etwa flinf Geschwister,
davon zwei & und drei .
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Relationen und ihre Darstellung 5

* R c A x A heif3t transitiv := (((a,b), (b,c) e R) = (a,c) € R)
{(a,b) | a, b € P, aist Vorfahre von b} ist transitiv

* <, >und < (kirzer) sind transitiv.
FUr den zugehdrigen Graphen gilt dann:
Gibt es eine Folge von Pfeilena - b —»>c¢c - ... - z,
dann gibt es auch einen von a nach z (a - z).
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Relationen und ihre Darstellung 6

* R heif3t Aquivalenzrelation < Rist reflexiv, symmetrisch und
transitiv.

* Eine Aquivalenzrelation kann durch einen ungerichteten Graphen
reprasentiert werden, der Graph besteht aus Aquivalenzklassen.

* [a] bezeichnet die Aquivalenzklasse, in der a € A liegt.

* [a] :={b | (a,b) € R} bzw. [a] :={b | (b,a) € R}

* Beispiel: R = {(a,a),(b,b),(e,e),(f,f),(a,b),(b,a),(a,e),(e,a),(b,e),
(e,b),(b.f),(f,b),(c,c),(9,9).(c,9).(g,c),(d,d)}

* Hier ergeben sich drei Aquivalenzklassen (Cluster) — so genannte
Zusammenhangskomponenten.

syssec Theoretische Informatik WS-2007-Anhang-26




Relationen und ihre Darstellung 7

Satz A1: (Beweis: Ubung)
Es sei R eine Aquivalenzrelation auf A, dann bilden die
Aquivalenzklassen von R eine Partition von A.

* Ist eine Aquivalenzrelation gegeben, so kénnen wir immer die
korrespondierende Partition konstruieren.
* Beispiel:
— R={(a,b) | a, b € P, aund b haben dieselben Eltern}
— Aquivalenzklassen sind (hier) Gruppen von Geschwistern.
* Satz 1.1 kann auch umgekehrt werden:
Jede Partition bestimmt eine Aquivalenzrelation.
IT sei eine Partition von A.

{(a,b) | a, b € A, a, b sind in derselben Teilmenge von I1} ist

Aquivalenzrelation.

* Hieraus resultiert wiederum ein natdrlicher Isomorphismus
zwischen Aquivalenzrelationen auf A und Partitionen von A.
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Relationen und ihre Darstellung 8

* R heiBt partielle Ordnung (PO) auf A .=
R ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.
Eine partielle Ordnung R c A x A heiBt totale Ordnung <
(Va,beA)dgilt: (a,b) € R oder (b,a) € R).
Beispiele:
— R={(a,b) | a,b € P, aist Vorfahre von b} ist eine partielle Ordnung
(falls wir (a,a) € R akzeptieren).

— R st keine totale Ordnung, da Geschwister keine
,<Vorfahrenbeziehung“ haben.
— < ist eine totale Ordnung auf N.

R c A x A;eine Folge (a,, ...,a.),n =1, mit (a,a,,) € R,

i =1(1)n—1, heiBt Kette in R.

Die Kette (a,, ..., a,) heiBt Zykel, falls a, # a, i #j,und (a,,a,) € R.
Ein Zykel (a,, ..., a,) heiBt trivial, falls n = 1, sonst nichttrivial.
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Relationen und ihre Darstellung 9

Satz A2:
Es sei R c A x A. Rist eine partielle Ordnung < R ist reflexiv,
transitiv und R hat keine nichttrivialen Zykel.

Beweis:
= Jede partielle Ordnung ist reflexiv und transitiv. Annahme: R habe
einen nichttrivialen Zykel (a,, ..., a,) mitn=2=(a,,a,) € R =

(da R transitiv ist) (a,,a,) € R = R ist nicht antisymmetrisch =

R ist keine partielle Ordnung. Widerspruch.

R hat keine nichttrivialen Zykel = R ist antisymmetrisch, denn mit

a # b und (a,b) e Rund (b,a) € R = (a,b) ist nichttrivialer Zykel.

Damit ist R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch, und somit ist

R eine partielle Ordnung.

* Betrachten wir (partielle oder totale) Ordnungen, dann stellt sich
unmittelbar die Frage nach einem minimalen bzw. maximalen
Element. So ist etwa 0 das kleinste (minimale) Element der
natdrlichen Zahlen bzgl. der Kleiner-Relation.

(13
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Relationen und ihre Darstellung 10

* Essei R c A x A eine partielle Ordnung. a € A hei3t minimal,
wenn (b,a) € R genau dann, falls b = a.

* Beispiel:
R ={(a,a), (b,b), (a,b), (d,d), (a,d), (c,c), (c,d), (e.e), (c,e), (e,d),
(1), (c.f), (e,D)} f

0/ d?<o/0

LN

A e
a und ¢ sind minimale Elemente der partiellen Ordnung R.

* Jede endliche partielle Ordnung besitzt wenigstens ein minimales
Element.

* Eine unendliche partielle Ordnung kann ein minimales Element
besitzen.
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Relationen und ihre Darstellung 11

* Beispiele:
— In N ist 0 das minimale Element.
— In Z existiert kein minimales Element.

— Es sei S eine beliebige Menge von Mengen,
Rs :={(AB)|A,Be S, AcB}ist PO aufS.
— Ein minimales Element existiert nicht notwendiger Weise:
Betrachteetwa S={{x | xeR,0=<x=<1/n}|n=1,2, ... }
— Es kann mehrere minimale Elemente geben:
Betrachte etwa S = {{a}, {b}, {a,b}}

* |nfixnotation:
— Statt (a,b) € R schreiben wir auch a R b,
— i.d.R. schreiben wir a = b anstelle von (a,b) € =.
— Vorteile bei Transitivitdt: aRb Rc = aRc.
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Abschlusseigenschaften 1

* Wir erinnern uns:
Die Menge N ist abgeschlossen bezlglich der Addition, denn far
alle a, b e N gilt a+b e N.

* N ist nicht abgeschlossen bezlglich der Subtraktion.
Es existierena, b e Nmita—b ¢ N.

* Die Menge 7 ist abgeschlossen bezlglich der Subtraktion, denn
fir alle a, b € Z gilt a—b € Z.

* Sei D eine Menge, n = 0, R ¢ D™ eine Relation.
Eine Teilmenge B ¢ D heiBt abgeschlossen unter R, falls
b,,,eBwennb,,.. b eBund(b,,.. Db, eR.
 Ubung:
EsseiD ={a, b, c, d, e, f} und R die durch den folgenden

Graphen festgelegte Relation. Bestimmen Sie eine Teilmenge
B ¢ D mit |B| = 3, fUr die B unter R abgeschlossen ist.

n+1
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Abschlusseigenschaften 2

* Sei D eine Menge, n = 0, R ¢ D™ eine Relation.

Eine Teilmenge B c D heifB3t abgeschlossen unter R, falls
farb,, ..., b, e Bund (b,, ...,b,,,) € Rauch b, € Bgilt.

* Beispiel:
EsseiD ={a, b, c, d, e, f} und R die durch den folgenden
Graphen festgelegte Relation. N,

b/ d?’\eo/o

SN

& e
B, = {a, b, d} ist abgeschlossen unter R (trivial), B, = {a, b, c} ist
nicht abgeschlossen unter R (warum?).

* Ubung: Bestimmen Sie die kleinste unter R abgeschlossene
Teilmenge B ¢ D mit |B| = 3 und {a, e} ¢ B.
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Abschlusseigenschaften 3

* Eigenschaften der Form: ,Die Menge B ist abgeschlossen unter
den Relationen R, ..., R_“ heiBt Abschlusseigenschaft von B.

* Beispiel:
SeiD=2Yn=2,(XY,2)eR & Z=XNY
B:={{xeN]|]ax<x=x<b}|a,beN}istabgeschlossen unter R.

* Da Relationen Mengen sind, kdnnen sie auch unter Relationen
abgeschlossen sein.
* Beispiele: Es sei D eine Menge.

— Q sei eine ternare Relation auf D?, Q c (DxD)3, so dass
Q={((a,b), (b,c), (a,c)) | a, b, c € D}
R c D x D ist abgeschlossen unter Q < R ist transitiv,
Transitivitat ist also eine Abschlusseigenschaft.
— Q' :={(a,a) | a € D} ist eine unare Relation auf D?,
dannist R ¢ D x D abgeschlossen unter Q' < R ist reflexiv.
— Ist R sowohl transitiv als auch reflexiv, dannist Rc D x D
abgeschlossen unter Q und Q'.
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Abschlusseigenschaften 4

* Bemerkung:
Der Begriff , Abschluss unter einer Funktion f*
ist vertraglich mit der bisher definierten Abschlusseigenschaft:
Betrachte f: D" - D als Relation R ¢ D™,

* Beispiel:
— D sei eine Menge,n >0, f: D" - D.
— B ¢ D ist abgeschlossen unter f, falls f(b,, ..., b,) € B

fir alle by, ..., b, € B.
— z.B. D =27, B =N, f: Addition von n Elementen.

* Wir erinnern uns:
— Die Menge N ist abgeschlossen beztiglich der Addition, denn fir
allea,beNgilta+ b eN.
— N ist nicht abgeschlossen beziiglich der Subtraktion;
es existierena, b e Nmita—b ¢ N.

— Die Menge 7 ist abgeschlossen bezlglich der Subtraktion, denn fr
allea,be Zita-b e 7.
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Abschlusseigenschaften 5

* Bemerkung:
Eine haufig verwendete Abschlusseigenschaften bzgl. einer
Eigenschaft P ist die kleinste (abgeschlossene) Obermenge:

A sei eine Menge. Bestimme ,die kleinste® Menge B mit A ¢ B
und B erfullt die Eigenschaft P (B ist abgeschlossen unter P).
Satz A3: (ohne Beweis)

Es seien P eine (durch Relationen auf D definierte)
Abschlusseigenschaft und A ¢ D. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte minimale Menge B, A c B, die P genlgt.
Spezialfall von Satz AS:

Die reflexive, transitive Hiille R" von R c AxA, ist der Abschluss
von R unter den Relationen Q und Q'.

— Q={((a,b), (b,c), (a,c)) | a, b, c € A}

- Q' ={(a,a) | ae A}
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Abschlusseigenschaften 6

R’ ist die minimale reflexive, transitive Relation mit R c R".
* Beispiel:
R ={(a,b) | Bus hélt an a und spater an b}
R" ={(a,b) | b ist von a mittels Bus erreichbar}
Satz A4:
Far die reflexive, transitive Hillle R™ einer bindren Relation R gilt:
R =R U {(a,b) | es gibt eine Kette in R von a nach b}
(beachte, dass es hier eine triviale ,Kette“ von a nach a gibt)
* Bemerkung:
Bezlglich der Reflexivitat, Transitivitat und der Symmetrie
existieren weitere Abschlusseigenschaften (8 sind mdglich), z.B.
— R~ ist die transitive Hulle von R.

— Die reflexive, symmetrische, transitive Hulle von R ist eine
Aquivalenzrelation.
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Endliche und unendliche Mengen 1

* Basischarakterisierung einer endlichen Menge A ist die
Kardinalitat |A| (# der Elemente, #: Zeichen far Anzahl).

* Sind A und B endliche Mengen mit A c B, so gilt |A| < |B|,
ist A c B, so gilt |A| < |B|.

* Erweiterung auf unendliche Mengen ist komplexer: Gibt es mehr
(natUrliche) Vielfache von 17, {0,17,34,51, ...} = A,
als (naturliche) Quadratzahlen, {0,1,4,9,16, ...} = A ?

* Zwei Mengen A und B heiBen gleichmachtig, falls eine Bijektion
f: A — B (und somit f~: B - A) existiert.

* ,Gleichmachtig* ist eine symmetrische Relation, es ist sogar eine
Aquivalenzrelation.

* {8, rot, {®,b}} und {1,2,3} sind gleichméchtig,
e £(8) = 1, f(rot) = 2, f{({®,b}) = 3
* A,,,und A_ sind gleichméchtig: f(17n) = n2.
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Endliche und unendliche Mengen 2

* Allgemein:

— Menge A ist endlich, falls es ein n € N gibt, so dass A und
[1:n] gleichmé&chtig sind, d.h. |A| =n. IstA =, soist |A| = 0.

— Eine Menge ist unendlich, falls sie nicht endlich ist.

-N,7Z,Q,R, A5, A, sind unendlich.

— Nicht alle unendlichen Mengen sind gleichmachtig.

— Eine Menge heif3t
abzahlbar unendlich, falls sie gleichméachtig zu N ist.
abzahlbar, falls sie endlich oder abzahlbar unendlich ist.

— Eine Menge, die nicht abzahlbar ist, hei3t GUberabzahlbar.

— Es gibt verschiedene Techniken, um zu zeigen, dass A
abzahlbar unendlich ist.

— Direkte Weg: Angabe einer Bijektion zwischen einer
abzahlbar unendlichen Menge B (nichtnotwendig N) und A.
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Endliche und unendliche Mengen 3

— Ist B gleichmachtig zu N, B gleichmachtig zu A
= A gleichméachtig zu N.

— Ist A eine unendliche Teilmenge einer abz&hlbar unendlichen
Menge B, dann ist A abzahlbar unendlich.

— Die Vereinigung endlich vieler abzahlbar unendlicher Mengen
ist abzahlbar unendlich.
* Beispiel:
A, B und C seien disjunkte abzahlbar unendliche Mengen,
A={a, a,,a, ..}, B={b, b, b,, ..}, C={c, c,, C,, ...}
AUBUC={a, by c, a, b, c,, ...}

A a ay a

| / | |7
B b, b, b,
| | A
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Endliche und unendliche Mengen 4

* Die Idee kann genutzt werden, um zu zeigen, dass die

Vereinigung unendlich vieler abzahlbar unendlicher Mengen
abzahlbar unendlich ist.

* Beispiel:
NXN = {0}xN U {1}xN U {2}xN U ...

{4 OO0

{3)xN <\ O—0O—0

2 c\\ —O—0

{1 CJ\U\\,\: )

{0} éxuxu\u\u e
0 1 2 3 4
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Endliche und unendliche Mengen 5

n.

b =o

Runde: (0,0)

Runde:(0,1), (1,0)

Runde: (0,2), (1,1), (2,0)

Runde: (0,3), (1,2), (2,1), (3,0)
Runde: (0,4), (1,3), (2,2), (3,1), (4,0)

Elunde: (0,n), (1,n—1), (2,n-2), ..., (n—1,1), (n,0)

In der n-ten Runde werden alle Paare (i,j) € NxN mit i+j = n besucht.

Hieraus resultiert eine so genannte Godelisierung, dabei handelt
es sich um eine bijektive Abbildung (hier: NxN < N) zwischen

abzahlbar unendlichen Mengen.
Wir werden (spater) Techniken betrachten, mit denen wir die

Uberabzéhlbarkeit von Mengen beweisen werden.
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Elementare Beweistechniken 1

Die vollstandigen Induktion ist ein wichtigsten Hilfsmittel, um
Beweise zu fuhren. Wir betrachten das Basisprinzip:
Sei A eine Menge natirlicher Zahlen, so dass
- 1.0 A
— 2. Aus {0,1,2, ...,n} c A folgt n+1 € A
— Danngilt: A=N.
Nutze dies, um zu zeigen: Fur alle neN gilt die Eigenschaft P.

Prinzipielle Vorgehensweise: A = {n | P ist wahr far alle n}
1. Induktionsanfang: Zeige: 0 € A, d.h. P ist wahr fiir 0.

2. Induktionsvoraussetzung (Hypothese): Es sei n > 0 beliebig aber
fest. P gelte fur alle nattrlichen Zahlen 0,1, ..., n.

3. Induktionsschritt: Zeige unter Verwendung der Hypothese
(Induktionsvoraussetzung), dass P auch far n+1 wabhr ist.

Damit ist dann A =N und P gilt fir alle n e N.
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Elementare Beweistechniken 2

Satz AS:
Fir jede endliche Menge A gilt: |24| = 2/Al,

Beweis:
Wir fihren den Beweis per Induktion Uber die Kardinalitat von A.

1. |A|=0,d.h. A=¢
2AI =20 = 1; 2A = (T} = |2A| = 1

2. Sein = 0, es gelte |24 = 2AI fiir alle |A| < n.

3. |A| = n+1, da n = 0 enthalt A wenigstens ein Element a.
SeiB:=A-{a} > |B|=nund es gilt |2B| = 2/Bl = 2",
27 kann in zwei disjunkte Mengen von Mengen zerlegt werden:
in solche, die a enthalten und in solche, die a nicht enthalten.
2A=2BU{CU{a} | Ce2B} = |2A =2 + 2" = 2™,

* Ein anderes — in vielen Anwendungen nichttriviales — Hilfsmittel
zu Beweisflhrung ist das so genannte Schubfachprinzip.
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Elementare Beweistechniken 3

* Sind A und B nichtleere Mengen mit |A| > |B|, dann existiert keine
injektive Funktion von A nach B. Verteilen wir die Elemente aus A
auf |B| Schubfacher, so enthalt wenigstens ein Schubfach mehr
als ein Element. Beweis: Induktion Gber |Bj.

Satz A6:

R sei eine binare Relation auf der endlichen Menge A. Gibt es
beliebig lange Ketten in R, dann existiert auch ein Zykel in R.

Beweis:

— Existieren beliebig lange Ketten = es existiert eine Kette (a,, ..., a,)
fir ein n > |A]|.

— Schubfachprinzip: f: {1, ..., n} - A mit (i) = a, kann nicht injektiv
sein. Es gibtalsoiundj, 1 <i<j =< n, mit (i) = f(j).

— Sei k > 0 die kleinste Zahl flr die f(m) = f(m+k) ist; so ein m muss flr
1 < m < n existieren.

— Dannist(a,, a,,q - a,,,_4) €N Zykel; fur k = 1 ergibt sich der
triviale Zykel (a,,).
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Elementare Beweistechniken 4

* In Beweisen werden wir das Diagonalisierungsprinzip einsetzen, es
dient haufig dazu, Widerspruchsbeweise zu fuhren.

— R sei eine binare Relation auf der Menge A.

— D={a|aeA, (a,a) ¢ R} sei die Diagonalmenge von R.

— Flrjedesac AseiR,:={b|beA,(ab)eR}

— Damit gilt: D # R, fir alle a € R.

Satz A7: (Cantor 1845-1918)
Die Menge 2V ist Gberabzahlbar.
Beweis:

— Annahme: 2V ist abz&hlbar unendlich. Dann existiert eine Bijektion
fiN->2Y2Y={S,, S, S,, ... } mitf(i) =S, i e N.

— Betrachte die Diagonalmenge D={neN |n ¢ S } € 2%, womit ein
k € N existieren misste mit D = S,.

— Es gilt dann entweder k € S, oder k ¢ S,.
keS,:D={neN|n¢S} = k¢ D,aberD=S,, womitk ¢ S,.
k¢ S:keD,aberD=S, = keS§,.

— Hiermit gilt: 2V ist Gberabzahlbar.
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Elementare Beweistechniken 5

* Tdrme von Hanoi: Existiert ein Verfahren, um die Scheiben von A
nach C zu transportieren? Dabei darf B benutzt werden, es darf
aber niemals eine gréBere Scheibe auf einer kleineren liegen.

A B C

* Hier kann leicht ein Existenzbeweis (per Induktion Uber die
Anzahl n der Scheiben) erbracht werden.
— Induktionsanfang (n = 1) und Hypothese (n = k) trivial.

— n = k+1: Transportiere die obersten k Scheiben von A nach B (wg.
Hypothese), transportiere die unterste gréBte Scheibe von A nach
C. Transportiere die verbleibenden k Scheiben von B nach C.

* Nun wissen wir lediglich: Fur alle n existiert eine Losung.
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Elementare Beweistechniken 6

* Von besonderer Bedeutung sind konstruktive Beweise, bei denen
explizite Verfahren angegeben werden.

* Als Beispiel betrachten wir k-regulare (ungerichtete) Graphen, bei
denen der Grad (Anzahl der Kanten die den Knoten als Endpunkt
haben) eines jeden Knoten K ist.

Satz A8:

FUr jede gerade Zahl n € 2N+2 existiert ein Graph G = (V,E) mit n
Knoten, so dass G 3-regular ist.

Beweis:
Die Anzahl (n > 0) der Knoten in G = (V,E) sei gerade, n = 2k. Wir
bezeichnen die Knoten mit V = (1,2,...,2k). Die ungerichteten
Kanten resultieren aus folgender Konstruktion:
E={{i,i+1} |1 <i<2k-1}u{{2k,1}} U{{i,itk} |1 <i<k}

* Ubung: Skizzieren Sie den resultierenden Graph fiir n = 2k = 10.
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